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Bevezetés

A mikrodkondémia szabatos tanulményozasihoz a tobbvaltozos fiiggvények analizisére
(differencial- és integralszamitasara) van sziikség, amely hosszabb elGkészitést igényel
(Sydsater—Hammond, réviditve: SH, 15-18. fejezet). Lehetséges azonban a kétvaltozos
analizist heurisztikus tton is vazolni, amely elsG kozelitésként elfogadhaté a mikro-
okonomia tanuldsanal. A mostani el6adasban tehat a hallgatot/olvasot a kétvaltozos
analizisbe heurisztikusan vezetem be. Nem torekszem szabatossagra, de igyekszem Kki-
domboritani a lényeget. A fontosabb fogalmakat és tételeket példakkal és feladatokkal
szemléltetem.

1. Egyvaltozoés fiiggvényekrdl
Bemelegitésként definidljuk az egyvaltozos, skaldr-skalar fliggvényt.

Definicié. Legyen D az R valos egyenes egy intervalluma. Az f : R — R
leképezést a D-n értelmezett skaldr—skaldr fiiggvénynek nevezziik, ha f a D intervallum
barmely x pontjahoz egy y valds szamot rendel.

1.1. példa. A parabolafiiggvény: y = —z2.

Egy sima (folytonosan differenciadlhato) fiiggvény lokalis viselkedését differencialha-
nyadosaval, méas néven derivaltjaval elemezziik. Pontosabban:

Definicié. Az f: R — R leképezés az xy pontban derivdlhatd, ha 1étezik az

Fon) — 1 £@) = F0)

T—T0 xTr — {L‘O

hatarérték. A hatarértéket a fliggvény xo pontban vett derivdltjinak nevezziik.

Megjegyzés. Az g pontban derivalthato fiiggvény xy pontbeli érint§jének
egyenlete

y = f(zo) + f'(z0)(x — z0)-

1.2. példa. A parabolafiiggvény derivaltja ¢y’ = —2x.

A derivalt segitségével jellemezhets a fiiggvény konkavitasa/konvexitasa. Most a
rovidség kedvéért csupan a fiiggvény maximumaval foglalkozunk. (Szamos matematikai
és kozgazdasagi feladatban keressiik a fliggvény legnagyobb értékét, a maximumot.)

Definicié. Az y = f(z) skalar-skalarfiiggvénynek a D halmazon maximuma van
az ro pontban, ha e pontban a fliggvény értéke legaldbb akkora, mint a halmaz barmely
mas pontjaban:

f(zo) > f(x), x € D.

Ko6nnyen belathato az



1.1. tétel. Ha azy = f(x) skalar-skalarfiiggvény derivalhaté a D nyilt halmazon
és maximuma van az ro pontban, akkor a maximumban a derivalt nulla:

f/(.l'o) = 0.

1.3. példa. A parabolafiiggvény a (—o0,00) intervallumbeli maximumét az xo = 0-
ban veszi fol. Valoban: y' = —2x = 0.

Az elsérendii feltétel mellett a masodrendti derivalt negativitasa adja a fliggvény
maximuma létezésének elégséges feltételét.

Bemelegitésiink utan ratériink a tulajdonképpeni targyunkra, a kétvaltozos fiigg-
vények elemzésére.

2. Kétvaltozos skalarfiiggvények alapfogalmai

Elgszor definidljuk a kétvaltozos—skalar(értéki) fiiggvényt (SH, 467-472. o.).
Definicié.  Legyen D egy sikbeli halmaz. Az f : R? — R leképezést a D-n

értelmezett kétvdltozds—skalar figgvénynek nevezziik, ha f a D halmaz barmely (z,y)

pontjdhoz egy z valds szamot rendel.
SH-bol masoljuk a kétvaltozos—skalar fliiggvényt mutato abrat (és a tobbit is).

(2.1. abra)

2.1. példa. Az Gsszeg- és a szorzatfiiggvény: z =x +y és z = zy.

Definicié. A z = f(z,y) fiiggvény c allandoju szintvonaldnak nevezziik azt az
{(z,y)} sikbeli halmazt, amelynek pontjaira teljesiil f(z,y) = c.

Megjegyzés. Ha egy domborzati térképet néziink, ott az adott magassigu
pontok 0ssze vannak kotve egyméssal — ezek a szintvonalak.

2.2. példa. Az Gsszegfiiggvény c allandoju szintvonaldnak egyenlete y = ¢ — xq.

2.1. feladat. Igazoljuk, hogy a szorzatfiiggvény c dlland6ji szintvonalanak egyen-
lete y = ¢/x!

A kétvaltozos fiiggvények szintvonala egy egyvaltozos implicit fliggvény.

2.3. példa. A (0,0)-kézpontii, r-sugartt kor implicit egyenlete: z2 + y2 = r2,

Explicit alakban két egyvaltozos fiiggvény adodik: y = Vr2 — 22 és y = —v/r2 — 22,
ahol —r <z <r.

Definicié. A z = f(z,y) fiiggvénynek a D halmazon mazimuma van az (2q,yo)
pontban, ha e pontban a fliggvény értéke legalabb akkora, mint a halmaz barmely més
pontjaban:

f('TOvyO) Z f(xuy)7 (xvy) € D.
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A maximumot a kovetkezd abra mutatja.
(2.2. abra)

Megjegyzések. 1. A matematikiban gyakran mutatkozik némi fesziiltség a pon-
tossag és az érthetGség kozott. Az érthetGség érdekében célszeriibb lenne a szigori
maximumot definidlni, szigori egyenlétlenséggel, de ekkor az allandé fiiggvénynek nem
lenne (ti. szigori) maximuma, pedig eleget tesz a Weierstrass-tétel feltételeinek.

2. Lokdlis mazimumrél beszéliink, ha a D tartomany tartalmaz az (xg,y0) pont
koriil egy K kort, és az egyenlGtlenség e kor barmely pontjara fennéall:

f(zo,y0) > f(z,y), (z,y) € K.

3. Egy f fliggvény minimuma az ellentett — f fiiggvény maximuma.
E pont zarasaként tekintsiik a kovetkezd kozgazdasagi optimalizalasi feladatot.

2.4. példa. Egy vallalat K mennyiségi géppel és L o6ranyi munkaval 6K /2L1/3
mennyiségi terméket képes elGallitani. Tegyiik f6l, hogy egy egység gép bérleti dija r,
egy Ora munka bére w és egy termék ara p. Mennyi gépet és munkat alkalmazzon a
vallalat, ha nyereségét akarja maximalizdlni? A maximalizdlandd nyereség a bevétel és
a kiadés kiilonbsége, az el6bbi az ar és a termelés szorzata, az utobbi a gép és a munka
bérleti dija:

7(K,L) = 6pKY2LY? —rK — wL.

A valasszal varnunk kell a kovetkez6 pontig.

3. Kétvaltozos fliggvény derivaltjai

Eddig csak az egyvaltozos analizisbél ismert fogalmakat terjesztettiik ki mechaniku-
san a kétvaltozos esetre. Most olyan fogalmakat vezetiink be, ahol a kiterjesztés nem
mechanikus, és alapvetd szerepet jatsszanak a mikrodkonémiaban is (SH, 474-482. o.).

Definicié. A sikbeli D tartoményon értelmezett z = f(x,y) fiiggvénynek az
(20,y0) € D pontbeli x, illetve y szerinti elsérendd parcidlis derivdltjanak nevezziik az
Y = Yo, illetve x = xy rogzitése mellett adodo egyvaltozos f(x,yo), ill. f(xo,y) fiiggvény
derivaltjat (feltéve, hogy létezik):

d d
/ . P / -
fz(T0,90) = —dxf(flfayo) vy 8 fy(T0,y0) dyf(Iﬂoay) s’

Szabatosabb, de bonyolultabb a kdévetkezd jeldlés:

of of
Ox oy’

A kovetkezs dbra szemlélteti a parcialis derivaltakat.

3



(2.3. abra)

3.1. példa. Az dsszegfiiggvény els6rend( parcidlis derivaltjai rendre f; = f; = 1.

3.1. feladat. Igazoljuk, hogy a szorzatfiiggvény elsérendii parcialis derivaltjai
rendre f; =y és f, = !

Ahogyan az egyvaltozos analizisben az érintGegyenes, tigy a kétvaltozos analizisben
az érintGsik a fiiggvény elsérendii kozelitése. Induljunk ki abboél, hogy az (z¢,y0.20)
ponton a4tmend sikok egyenlete

z=2z0+alx —xo)+ by — yo) alakd,
ahol a és b alkalmas valos szamok, s legalabb egyikiik kiilonbozik a nullatol. Ha a

fiiggvény sima az (z¢,y0) pontban, akkor létezik érintéGsikja. Errdl szol a kovetkezd

Definicié. Az f fiiggvény az (xg,y0) pontban differencidlhatd, ha létezik olyan a
és b skalar, amelyre a

(3.1) e(z,y) = 20 + a(z — zo) + b(y — yo)
sik a fiiggvényt az (xg,y0) pontban jol kizeliti. Ez a sik a fliggvény adott pontbeli
érintdsikja.

3.1. tétel. Tegyiik fol, hogy az f fiiggvénynek az (zg,y0) € D pont alkalmas kor-
nyezetében mindkét elsérendii parcialis derivaltja létezik és folytonos fiiggvény. Ekkor

az f fiiggvény az (xq,yo) pontban differencidlhatd és az érintGsik egyiitthatoi a parcialis
derivaltak:

(3.1) e(z,y) = 20 + fr(20,y0) (z — o) + f,(0.90) (¥ — o)-

A kovetkezd abran lathato egy fiiggvény adott pontbani érintésikja.
(2.4. abra)

Megjegyzés. A véges kiilonbségek (differenciak) helyett szokas végtelen kicsiny
differencidlokkal is dolgozni:

dz = fr(z0.y0)dz + f,(0,y0)dy.

3.2. példa. a) Az Osszegfiiggvény barmely pontbeli érintGsikjanak az egyenlete
maga a figgvény: z = =z + y. b) A szorzatfiiggvény érintGsikjanak az egyenlete az
(1,1) pontban z — 1 = x — 1 + y — 1. A maéasodik 6sszefiiggést jol hasznalhatjuk az
egységnégyzet teriiletének valtozasanak kozelitésére: ha az egyik oldalt x = 1+ h-ra, a
masikat y = 1 + k-ra valtoztatjuk, akkor

zy=1+h)(1+k)=1+h+k+hk~1+h+k.
Példéul 1,12 =121~ 1+0,1+0,1 = 1,2.

Kimondjuk a kévetkezd tételt (SH, 560. o.).



3.2. tétel. (Elsdrendii feltétel.) Ha a sikbeli D tartomanyon értelmezett és diffe-
rencidlhato f kétvaltozos—skalar fiiggvénynek lokalis maximuma van az (xo,y0) pontban,
akkor e pontban mindkét parcialis derivalt nulla:

f2(x0,y0) =0 és f{,(-To;yo) = 0.

Megjegyzések. 1. Gondoljunk egy vizszintes asztalra lapjaval helyezett tokéle-
tes félgémbre. A legmagasabb pontjaban mind az ED-i, mind a KNY-i fskér érintéje
vizszintes, az érintésik szintén.

2. Két egyenletiink van két ismeretlen meghatirozasara, ez adltaldban miikodik.

Bizonyitdas. Ahogyan az egyvaltozos esetben az érintGegyenesnek, most az érin-
tésiknak kell vizszintesnek lennie a lokalis maximumban. ]

Altalanositsuk a szorzatfiiggvényt a kovetkezéképpen és vizsgaljuk meg a szélsGér-
ték elsérendii feltételét!

3.3. példa. Az f(x,y) = ax?® + 2bzy + cy?, (ahol a, b és ¢ skalarok) kvadratikus
alak esetén f; = 2az + 2by = 0, f, = 2bz + 2cy = 0, azaz tipikus esetben zo = yo = 0.

A har helyzetén kiviil az érintésik segitségével is definialhato a konkavitas fogalma:

Definicié. Egy sikbeli D tartoményon értelmezett és differencialhato f két-
valtozos—skalar fiiggvényt az (xo,y0) pontban konkdimak neveziink, ha a pont alkalmas
K kornyezetében az érintdsik a fliggvény f6lott helyezkedik el vagy egybeesik vele:

(3.2) f(zy) < 20+ fo(2o,y0) (T — 20) + f,(20,Y0) (Y — Yo), (z.y) € K.

(2.5. abra)
Megjegyzések. 1. Szigorian konkdv fiigguényrdl beszéliink, ha a sik szigortan a
fiiggvény f616tt helyezkedik el; ekkor (3.2)-ben szigoru egyenlGtlenség all.
2. Egy fiiggvényt konveaxnek neveziink, ha ellentettje konkav.

Az egyvaltozos esethez hasonldan igaz a 3.2. tétel megforditasa.

3.3. tétel. [Egy differencialhaté konkav fiiggvény stacionarius pontja lokalis
maximum, azaz az elsérendi sziikséges feltétel elegendd is.

Bizonyitds. (3.2) alapjan. 1

Most mar megoldhatjuk a 2.4. példabeli nyereségmaximalizalasi feladatot.
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3.4. példa. Ha a nyereségfiiggvénynek van lokalis maximuma, akkor ott mindkét
parcialis derivaltja nulla:

e (K,L) = 3pK ~Y2LY3 — =,

mh (K,L) = 2pK'Y?L™%/3 — o = 0.

Rendezve és Gsszeszorozva a két egyenletet:

216p°
6p2L_1/3 = rw, azaz Lo = 3_1?3
r3w

Négyzetre emelve az elsé egyenletet és 6sszeszorozva a masodikkal:

324p°
18p3 K ~Y2 = r2, azaz, Ky = 4_p

rdw?

Belathato, hogy a nyereségfiiggvény konkav, tehat (Ko,Lg) lokalis maximum.

3.2. feladat. Igazoljuk, hogy a) az 22 + y? fiiggvénynek a (0,0) pont lokalis és
glob4lis minimuma; b) az 22 — y? fiiggvénynek a (0,0) stacionarius pont se nem lokAlis,

se nem globélis szélsGértéke!

Nagyon fontos az egyvaltozos lancszabaly kovetkezd kiterjesztése (SH, 505-508. o.):

3.4. tétel. (Totalis derivalt.) Legyen z = f(x.y) egy kétvaltozos, x = X (t) és
y = Y (t) egy-egy egyvaltozos differencialhaté skalar fiiggvény, s az utébbiak Rx, Ry
értékkészletének Descartes-szorzata essék bele az el6zd fiiggvény értelmezési tartoma-
nydba: Rx x Ry C D. Ekkor a z = f(X(t),Y(t)) Osszetett skalar-skalarfiiggvény is
differencialhato és a t szerinti, 1in. totalis derivalt értéke a kévetkezo:

dz , dx dy

o = FUX @Y @) g+ FX @)Y (1)

Bizonyitasvazlat. Az egyvaltozos lancszabaly heurisztikus levezetése a véges dif-
ferencidk hatarértéke helyett rogton a differenciadlokkal dolgozik, mintha a differenciél-

hényados tort lenne:
dz dzdzx

dt ~ dx dt’
Most az érintGsik egyenletére alkalmazzuk a helyettesitést /bvitést:

dz dzdxr dzdy

at dvdt | dydt



Homogén fiiggvények

A kozgazdasagi alkalmazéisokban az aranyos valtozdsoknal nagyon fontos szerepet jat-
szanak a homogén fiiggvények (S—H, 530-535. o.).

Definicié. Legyen k egy valos szam. Egy f kétvaltozos—skalar figgvényt k-
adfokban pozitiv homogén fiiggvénynek neveziink, ha az értelmezési tartomany minden
pontjara teljesiil, hogy

(3.3) ftzty) = t* f(zy) minden ¢ — re.

3.4. példa. Az z/y hanyadosfiiggvény 0-adfokban, az x + y Osszegfiiggvény elss-
fokban, és az zy szorzatfliggvény masodfokban pozitiv homogén fiiggvény.

3.3. feladat. Legyen 0 < «,3 < 1 és f(z,y) = 2%yP. Igazoljuk, hogy ez a fiiggvény
a + 3 fokban pozitiv homogén!

A kozgazdasagtanban alapvets jelentségii a kdvetkezs tétel:

3.5. tétel. (Euler-tétel.) Ha az f fiiggvény k-adfokban pozitiv homogén, akkor

(3.4) zfo(z.y) +yfy(zy) = kf(z.y).

Bizonyitas. (3.3) mindkét oldalat ¢ szerint derivaljuk, a bal oldalon a totalis
derivalt alapjén:
afr(tw.ty) + yf, (tzty) = kt* ' f(2y).

t = 1 helyettesitéssel adodik (3.4). 1

A mésodrendli derivaltak segitségével elemezheté a fiiggvény konka-
vitésa/konvexitasa és megadhaté a maximum, illetve minimum elégséges feltétele is.
E kérdések targyalasa azonban meghaladja e rovid jegyzet kereteit.

4. Feltételes szélsgérték

A kozgazdasagtan adott feltételek melletti optimalizalassal foglalkozik, ezt hivjak a
matematikaban feltételes szélséérték-szamitisnak. Legyen f, g : R? — R egy-egy sima
(folytonosan differencialhato) fiiggvény.

Az f(z,y) fiiggvény lokalis (feltételes) maximumaét keressiik a g(x,y) = c feltétel
mellett (SH, 614-622. o.).

A kovetkezs dbrapar egy olyan hegymaszasi feladatot mutat, ahol egy adott hegyi
iuton haladva kell a lehets legmagasabbra eljutni: B pont. Ha a sikba vetitjiik a hegy
felszinét és a hegyi utat, akkor a masodik abrat kapjuk.

(2.6-2.7. abra)
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A feladat egyszertien megoldhaté, ha konnyen ki lehet fejezni g-bél y-t mint z
fiiggvényeét (lasd a kovetkezs példat.)

4.1. példa. Adott keriiletd téglalapok kdzott melyik teriilete a legnagyobb? Ma-
ximalizaljuk az f(z,y) = xy fiiggvényt az = + y = c feltétel mellett, ahol ¢ a félkeriilet!
y = ¢ — x-et behelyettesitve f-be: F(x) = x(c — z) = cx — 2. Derivalva az egyvaltozos
konkav fiiggvényt, az F'(x) = ¢ — 2z = 0 els6rendi feltételbsl adodik az optimum:
xo = ¢/2, azaz a korlatbol yg = ¢/2: a négyzet.

(2.8. abra)

Ha viszont nem lehet konnyen Kkifejezni g-bél y-t mint x fiiggvényét vagy a ki-
kiiszobdlés elrontana a feladat szimmetridjat (a hamarosan bemutatandé 4.3. feladat
mindkettdre példa), akkor érdemes egy mas, kozvetett modszerrel probélkozni.

A modszer alapgondolata az, hogy a célfiiggvénybe beépitjiik a korlatot — a kapott
kétvaltozos fliggvényt Lagrange-fiiggvénynek nevezziik:

(41) ‘C('Tuy) = f(xvy) - )‘[g(xvy) - C],

— s ezzel a feltételes stacionarius pont keresését feltétel nélkiilivé valtoztatjuk. Ha
ugyanis teljesiil a g(x,y) = c feltétel, akkor tetszéleges A szorzo esetén L(x,y) = f(x,y).

4.1. tétel. (Lagrange-modszer.) Ha az f fiiggvénynek a g(x,y) = c feltétel mellett
az (x0,y0) pontban lokélis (feltételes) maximuma van, és g,(x,y0) # 0, akkor alkalmas
Ao valos szam esetén az L(z,y) Lagrange-fiiggvényre teljesiil az elsérendi feltétel:

(4.2) Ly=0 & L,=0
azaz

/ ! / /. ! /
(42 ) fm - )\Ogm €s fy - )\Ogy'

Megjegyzések. 1. A 4.2. példaban latni fogjuk, hogy f feltételes maximumhelye
L-nek csak stacionarius pontja, de nem maximuma! Maéasképp kifejezve: a feltételes
maximumfeladat megoldasait a Lagrange-fliggvény stacionérius pontjai kézott kell ke-
resniink.

2. Harom egyenletiink: (4.2a) és (4.2b), illetve a korlat; és harom ismeretleniink:
x, Y, A van, ekkor tipikusan van megoldas, esetleg nem is egy, de nem is sok.

3. Az, hogy a (4.2) els6rendii feltétel megoldasa maximumot vagy minimumot vagy
egyiket sem ad, tovabbi vizsgalatot igényel, amely az egyvaltozos szélsGérték-szamitas
masodrendii feltételeihez hasonlité szabalyokon alapul.

A bizonyitas eléggé bonyolult, s a kozvetlen modszert kell végigszamolni.

Most szemléltetésként az 4.1. példaban szerepld feltételes maximalizalési feladatot
az 1j modszer segitségével is megoldjuk, bar itt nincs igazdn sziikség ra.
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4.2. példa. A Lagrange-modszer segitségével maximalizaljuk a zy fiiggvényt az
z +y = c feltétel mellett. L(z,y) = zy — ANz + y — ¢). L-t parcidlisan derivalva,
Lo(vy) =y—A=0¢é L (zy) =2 — A= 0. Kikiisz6bélve A\-t, adodik xz = y.
Visszahelyettesitve a korlatba: xg = yo = ¢/2 = .

Figyeljiik meg, hogy L(z,y) = zy — A(z + y — ¢) még az optimalis A = ¢/2 szorzonéal
sem maximalis ¢ = yo = ¢/2-ben, hiszen £ korlatlan!

A kozgazdasagi feladatokban kiilonosen érdekes kérdés: hogyan valtozik a célfiigg-
vény értéke a korlat valtozasakor? Erre vélaszol a

4.2. tétel. Tegyiik f6l, hogy a feltételes maximumfeladatnak optimuma van egy
megfeleld I paraméterintervallum minden pontjaban. Legyen a feladat parametrikus
maximumbhelye (z*(c),y*(c)) a paraméter sima fiiggvénye, és a maximumérték-fiiggvény
legyen

(4.3) f7(e) = f(@"(c)y™(c))-

Ekkor a maximumérték lokilis valtozasa a c korlat paranyi dc valtozasanal \*(c)de.
Képletben:

(4.4) X (e) = f(e).
Bizonyitds. Vegyiik (4.3) ¢ szerinti totalis derivaltjat:

df*(z*(c),y"(c))
dc

:f;'a:*'(c)+f;'y*'(c).

(4.2")-t figyelembe véve:

(4.5) WDV _ xe(e)lgz'a(0) + g (@)

A g(z*(c),y*(c)) = ¢ azonossagnak vegyiik a totalis derivaltjat:
(4.6) g3’z () + g5y (¢) = 1.

(4.6)-ot behelyettesitve (4.5)-be, adodik (4.4). 1

4.2. feladat. Igazoljuk, hogy ha a téglalapok félkeriilete ¢, akkor a félkeriilet
paranyi dc novelésekor az optimalis téglalap, azaz a négyzet teriilete (¢/2)dc-vel ng! Ez
a 4.1-2. példa célfiiggvényértékének fiiggése a korlattol!

(2.9. abra)

4.3. feladat. A Lagrange-modszer segitségével maximalizaljuk az x + y fiiggvényt
az 2 + y2 = 1 feltétel mellett!



Megoldasok

2.1. feladat. Trivialis.

3.1. feladat. Trivialis.

3.2. feladat. A 3.2. példabol lathato, hogy mindkét fiiggvény stacionarius pontja
(0,0). Az a) esetben nyilvanvalé a maximum, hiszen (z,y) # (0,0) esetén 2% + y? > 0.
A b) esetben az y = 0 egyenesen a fiiggvény feliilrgl nem korlatos, az z = 0 egyenesen
a fliggvény alulrol nem korlatos. Ugyanakkor (0,0) a fliiggvény nyeregpontja.

3.3. feladat. Behelyettesitéssel.

4.1. feladat. Egyrészt: f*(c) = c2/4, f*'(c) = ¢/2, masrészt: F(z,c) = x(c — z),
F!(z,c) = x, azaz F.(z(c),c) = ¢/2.

4.2. feladat. f*(c) = max{zy, ahol z+y=c}=c*/4, f*'(c)=c/2 =\
4.3. feladat. L(z,y) = = +y — AMa? + y*> — 1). L-t parcidlisan derivalva,

Lo(zy) =1—=2 = 0¢és L(z,y) =1— 2y = 0. Kikiiszobolve A\-t, adodik z = y.
Visszahelyettesitve a feltételbe: zq = yo = 1/v/2.
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2.1
Kétvaltozos fiiggvény grafikonja

12

Kertesi mikro — http://www.econ.core.hu/~kertesi/kertesimikro/




2.2
Kétvaltozos fiiggvény maximuma

P = (xg,y0,f(X0,¥0))
E z = f(x,y)
o

-.-—
-
-
-
-

Az f(x,y) fiiggvénynek maximuma van az (x,,y,)
pontban, hiszen P a feliilet legmagasabb pontja.
£ (X9,¥9) = £, (Xp,¥y) = 0
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2.3
Kétvaltozos fiiggvény parcialis derivaltjai
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2.4
Erintosik

Erintésik

A z = f(x,y) fiiggvény grafikonja és P pontbeli
érintosikja
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2.5
Kétvaltozos konkav fiiggvény

Az f(x,y) fiiggvény konkav; a PQ szakasz
az f fiiggvény grafja alatt van.
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2.6
Feltételes maximum (térbeli abrazolas)
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2.7
Feltételes maximum (sikbeli abrazolas)
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2.8
Adott keriilet altal hatarolt maximalis tertilet

> 191 6

] W o]
N\

Keriilet rogzitve = ¢
(szampéldaval is lehet:
8 X 4 téglalap;

6 X 6 négyzet)

19
Kertesi mikro — http://www.econ.core.hu/~kertesi/kertesimikro/




2.9
A Kkorlatozo feltételek valtozasanak hatasa

E 1 torzitas
2 \ [dc c)
p dvz2.| —-=
2
. :%dc
_< c
: v 3%
dc dc
. , ¢
\ ~ J\ = >
: de
2 2
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