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Cooperation with Externalities and Uncertainty 

 
Helga Habis - Dávid Csercsik 

 
Abstract 
 
 

We introduce a new class of cooperative games where the worth of a coalition depends on 

the behavior of other players and on the state of nature as well. we allow for coalitions to 

form both before and after the resolution of uncertainty, hence agreements must be stable 

against both types of deviations. The appropriate extension of the classicakl core concept, 

the Sustainable Core, is defined for this new setup to test the stability of allocations in such 

a complex environment. 

A prominent application, a game of consumers and generators on an electrical energy 

transmission network is examined in details, where the power in- and outlets of the nodes 

have to be determined in a way, that if any line instantaneously fails, none of the remaining 

lines may be overloaded. We show that fulfilling this safety requirement in a mutually 

acceptable way can be achieved by choosing an element in the Sustainable Core. 

 

Keywords: partition function form games, uncertainty, core, sustainability 
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 Kooperáció externáliák és bizonytalanság mellett 

 
Habis Helga – Csercsik Dávid 

 
 
 
Összefoglaló 
 
 
Bevezetjük a kooperatív játékelmélet egy olyan új játékosztályát, amelyben egy koalíció 

értéke függ a többi játékos viselkedésétől és a világállapottól is. Egy koalíció megalakulhat a 

bizonytalanság feloldása előtt és után is, így a megoldásnak mindkét típusú blokkolással 

szemben stabilnak kell lennie. Kiterjesztjük a klasszikus mag definícióját erre a komplex 

környezetre, definiáljuk a fenntartható magot (sustainable core). 

Részletesen elemzünk egy fontos alkalmazást, amely az elektromos átviteli hálózatokat 

érinti. Ezekben az energiabetáplálást és -fogyasztást úgy kell meghatározni, hogy a rendszer 

még egy vezeték hibája esetén is stabil maradjon, azaz a megmaradt vezetékek nem lehetnek 

túlterheltek. Megmutatjuk, hogy ezen rendszerbiztonsági feltétel biztosítható, ha egy 

fenttartható magbeli elemet választunk. Ez a megoldás ráadásul a fogyasztók és a termelők 

számára is elfogadható elosztást biztosít. 

 
 
Tárgyszavak: partíciós függvény alakú játékok, bizonytalanság, mag, fenntarthatóság 

 

JEL kódok: C71, C73, D62, L14, L94 
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� ������� 	� R� 6����� 	� �
� ���� 	� �
� �����	�� ��� (N,w)� �
�� �
� ���� ���
�� �
�

���	���� ���� (R,wPR
) �� ����� �
� ��)�	�	�� �� �
� ���	���� ���� 	� �	�	��� �� �
�� �� �
�

������� ���� �D���	�� ��1� � �
��� �
� ����+ ��������� �� �
� ������ ���� 	� ���������

���� ��� �
� �	��	)����� �� �
� ����	�	�� �� R 	� ��� ����	������

-�$� �� ��)�� �
� 3�����	
� ���� 	� �
� ��	�	� �� �4@���� 788/ � �� 	�����	�� �� �
�

������ �� ��������

��������� �	� ����
����� ���� 	 �
� ��)�	�	�� ����	��� �� �
��� ������ ����	��� �

5AA&���� (N,w)�

�� ��
�
�� ���� A�� � �	����&������ ���� N = {1} �
� 3�����	
� ���� 	� ��	
	���� ��)����

7� ������
�� ��� ���
����� -�� ������ �
�� �
� 3�����	
� ���� 
�� ���� ��)��� ���

��� ����� �	�
 k − 1 �������� �
�� ��� � k&������ ���� N = Q ∪ Q �� �������

ω = (x, P ) 	� ���	����� �
����
 � ����	�	�� Q ����	�� ����	�	�� PQ ��� �� �������

(y, PQ ∪ PQ) ∈ Ω(N,w)� 	�

�� �
�� 3�(Q,wPQ
) 	= ∅ �
�� ��� ��� PQ ���	���	�� (yQ, PQ) ∈ 3�(Q,wPQ

) ���

��� ��� i ∈ Q 	� 
���� �
�� yi > xi� ���

�� �
�� 3�(Q,wPQ
) = ∅ �
�� ��� ��� PQ ��� ��� ��� i ∈ Q 	� 
���� �
�� yi > xi�

<� ���� �
� 3�����	
� ���� �� �
� 5AA ���� (N,w)� ������� �� 3�(N,w)� 	� �
� ���

�� �����	����� ���������

#�����	�� �� %�)�	�	�� 7�7 � ��
	��	�� ����	�	�� Q 
�� �� �
������ �
� ���)� 	� ���

��
	�
� ����� �� �
� ������� �� �
� ���	���� ����� �
��� � ���	���� ���	���� ��
�
	�� 	�

�



�$������� 9� ������ ������
��	�� �� �
� ��
	����� ���� ����� �
� ����	�	�� ����	���

�������� 	� �
� ������	�� ������ !� �
� 3�����	
� ���� �� �
� ���	���� ���� 	� ���������

�
�� �
� ������� �� ����	�	�� Q �$���� �
� ������ ����	��� ����+� �� �
� ���
�� ��������

(y, PQ∪PQ) ∈ Ω(N,w) �	�
 (yQ, PQ) ∈ 3�(Q,wPQ
)� !� �
� 3�����	
� ���� �� �
� ���	����

���� 	� ������ �
�� �
� ����+ �� �
� ������� �� �
� ��
	��	�� ����	�	�� ���� �� 
	�
��

�
�� �
� �	
�� ��� ���������� �� �
� ����	�	�� ��������� �� �
� ���	���� ��������

�
� 3�����	
� ���� 	� ����&��)���� �
���
 	� ��� �� ������ .����
� �
�� ��� ��������

ω = (x, P ) ∈ 3�(N,w) ��� 5����� �E�	���(
∑

i∈(C∈P ) x
i = w(C, P ) ��� ��� C ∈ P �

0���� �� �
� ������� �� �
� 3�����	
� ����� � �
�
��� ���
� �����	�� ��� �� ��)����

�
	�
 �����	��� �
� �	�	��� ���	� �� ���
 ����	�	�� 	� �
� ����������	�� 5AA ���� �������

�� �
�� ����	�	��� �
	� �����	��� ������ vmc 	� �
� ������	��� ��� �� ����	�� 	� �
� ����

��	�	� �� � �
�������	��	� �����	��� �	��� 	� ���	��� � ��	'�� 
���� �� ���
 ����	�	��� �
	�


�
�� ��� ������ ��� �
�����
�� 	� �
�� ��
	����� �
� ������ ��)�	�	�� �� vmc 	� �� ��������

��������� �	�	 :�� �� ����	��� �
� ���	���� ���� (C̄, wC) �
�� �
� ������ ��� C ��)��� ��

�
� ����	�	�� �����	�� wC(K,PC) = w(K,PC ∪ C) �
��� K ∈ PC ∈ P(C)� :�� �� ������

�
� 3�����	
� ���� �� �
� ���	���� ���� �� �� (C̄, wC)� �
� �	�	��� ���	� �����	�� vmc

��� �� ��)��� ��

vmc(C) =

{
min∑

i∈C xi{Ω(N,w)|(x, PC) ∈ 3�(C̄, wC)} if 3�(C̄, wC) 	= ∅
min∑

i∈C xi{Ω(N,w)} if 3�(C̄, wC) = ∅

�
��� vmc(C) 	� �
� �	�	��� ���	� �� ����	�	�� C�

9	�
 �
� 
��� �� �
� �	�	��� ���	� �����	��� � �
�������	���	�� �� �
� 3�����	
� ����

��� �� �	
�� �� ��������

����� �	�	 ��� ������
�� ���� ��(N,w) �	 ��� ���� (N,w) 
� � �������
�� �	 ������

���
��� �������� (x, P ) ∈ Ω(N,w)� ���� ���� ����� 
� �� ����
�
�� C �
�� vmc(C) >∑
i∈C xi�

�����	 6���� �� ���������	��� �

=�	�� �
� �	�	��� ���	� �����	�� ��� ��� )�� �
� 3�����	
� ���� �� �
� ���� 
���

�E�	����� �	�
��� ����	�� �� ����	��� �
� ��
	��	��� �� ��� ����	��� ����	�	��� ��� ����	&

�	���� 9� 	��������� �
	� �
����
 �
� �&������ ���� �$����� �� 4@��� �788; � 9� ��� �
�

;



�	���	)�� �����	�� 
��� ������	�� �
� ��	�	��� ���� �� ��	�� �
� ����	�	���� 
����� ��� �

����	�	�� �� � 
����� �� "��� �
� �$����� �� ����������� �� ����	����

������� �	�	 ����	��� � ���� �	�
 N = {1, 2, 3, 4, 5}� ��� w �	
�� ��(

w(123, 4, 5) = (10, 1, 1),

w(123, 45) = (0, 5),

w(12, 3, 4, 5) = (0, 1, 0, 0),

w(12, 3, 45) = (0, 1, 0),

w(1, 2, 3, 45) = (0, 0, 1, 0),

w(12, 345) = (5, 0),

w(1, 2, 345) = (1, 1, 8),

�	�
 ��� ��
�� ����+� ��	�� �����

�
� �	�	��� ���	� �����	�� ��� �� ���	
�� �� �������F �
� ��
	��	�� �� �
� ����	&

�	�� C = {1} ��� 	������� 	������ �
� ����� ������ ����	�	�� P̃ = {{2}, {3, 4, 5}} ∈
P({2, 3, 4, 5}) 	� �
� ���	���� ���� ({2, 3, 4, 5}, w{1})� �
��� �
� ����
 �� 5����� � 	�

w({1}, P̃ ∪ {1}) = 1� 
���� vmc(1) = 1� �
� �	�	��� ���	�� �� �
� ���� �� �
� ����	�	����

�
��� 	� ����� �� ��� �� ���	
�� 	� �
� ���� �������

����� �F D	�	��� ���	� �����	��
C G�H G7H G<H G2H G�H G��7H G2��H G��7�<H G<�2��H ��
��

vmc(C) � � 8 � � 8 8 8 8 8

-��� ��� � 3�����	
� ���� ������� 	� ���� �� ���� �
�� ���
 ����	�	�� ����	
�� �� �����

	�� ����
 �� � ����+( x1, x2, x4, x5 ≥ 1� �
	� ���
�� �� �	�
 ��� ����	��� ������ ����	�	���(

P1 = {{1, 2, 3}, {4}, {5}} �	�
 � ����� ����+ �� �7 ��� P2 = {{1}, {2}, {3, 4, 5}} �	�
 �

����� ����+ �� �8 �� �� �	
	��� �������	������

� ���
� �
�� ��	
���
���

9� ����� �������	��� 	� � �����	� �����( �� ����	��� � ���� �	�
 ��� ���	���� t ∈ T =

{0, 1}� !� ���	�� 1, ��� ����� �� ������ s ��� �� � )�	�� ��� �� ������ �� ������ S ������� 9�

��)�� �
� ����� �� ������ ��� ���	�� 8 �� ����� 0� �� �
� ��� �� ��� ������ 	� S ′ = {0}∪S. .��

/



	������� 	� ������� 	� �
� ����� �	�
 ���&���������� �������	���( |S| > 1� !� ���	�� � �
�

������� ��� 	�
��
�� 	� � 5AA&���� Γs = (N,ws)� �
��� �
� ���� 	����� 	� ������� �� ��

�����&���������� 5��	�� 8 ���
�� �� � ��	�� 	� �	�� ��	�� �� �
� �������	�� �� �������	����

5����� i ∈ N �
������� 
	� ����+� �� � ��	�	�� �����	�� ui : RS → R� �
	�
 ���	��� ��

�
��� ���)�� �� ����+� xi = (xi
1, . . . , x

i
S) ∈ RS � ��	�	�� ��
�� ui(xi) ��� 	� ������� �� ��

����	����� ��� �����&���������� 	��� ui(xi) =
∑

s∈S u
i
s(x

i
s)� �
��� ui

s(x
i
s) 	� �������	�����

	������	��� # ����&"���� �$����� �� ��	�	�� �����	��� ���	���	�� �
��� �������	��� 	� �
�


�� -������&D���������� ��	�	�� �����	���

��� ��� �	���

# 5AA&���� �	�
 �������	��� 	� ��)��� �� ��������

��������� �	
	 # ����	�	�� �����	�� ���� ���� �	�
 �������	��� �5A=&���� Γ 	� � �����

(N, S ′, w, u) �
��� w = (w1, . . . , wS) ��� u = (u1, . . . , un)�

-��� �
�� ����� 8 ������ ���
�� �� � ��	�� 	� �	�� �
��� ������� ���� ������ �������	���

��� ��� ���	�� �� ��������� ��� ���� �	�" ��� 	������� �

�
� ������� �� �
� ���� 	� �� ������� ��	� (x, P )� �
��� �
� x = (x1, . . . , xn) ∈ RS×N

����	$ 	� ������ �� �������
��� ��� P = (P1, . . . , Ps) � ����	�	�� ��� ���
 �������� :��

Ω(x, P ) ������ �
� ��� �� �������� 	� Γ� �
� �����&s ��������� xs = (x1
s, . . . , x

n
s ) ∈ RN

�� �� �������	�� 	� �������� �� �� �
� �������	�� 	� ����� s ∈ S. �
� ��� �� ����	�	��� 	� Γs

	� Ps ��� �
� ��� �� ����	�	��� 	� Γs �� C ∈ N 	� Ps(C) �	�
 � ���	��� ������� PC
s � :��

ΓR
s ������ �
� ���	���� 5AA&���� ������ 	� ����� s �� ������ ��� R� �
� ����+ �������	��

����	$ ���� ���	��� � ����	�	�	�� �������	��( �	
�� �
� ����	�	�� P � ��� ��� C ∈ P �� 
�
�∑
i∈C xi

s ≤ ws(C, P ) ��� ��� s ∈ S� �
� ������� '����	�� �� � 5A=&���� 	� )��	�� � ������

��������

9� ����� �
	�
 �������� �� �
� ���� Γ ��� ������� !� ������� �� ������� 	� ������ 	�

�� ����	�	�� �
�� ��� ����)� ���� � ��
	��	��� �
�� 	�� �� ��'�	�� �
�� �
��� �
���� �� ��

����"	�� ����	��� 	� �
� �������� 	� t = 1 �� ������ �
� �������	�� �� �
� �������	��� 	�

t = 0�

�
�� �� �	�� ��'�	�� ���� � ������ ������� (x, P ) �� �
� ���� Γ �
�� ���
 �� 	��

���������� (xs, Ps) ������� �� �
� 3�����	
� ���� �� �
� ������� Γs �� ���
��� ���

������ ��
	��	���

1



-�� �� ��� ����� �� ��)�� �
� ,����	����� ���� �� ����� �� �
� 3�����	
� ���� ��

��	����� �
���� ���������

��������� �	� ��
��������� ���� 	 #� ������� (x, P ) ������� �� �
� ,����	����� ����

�� �
� ���� Γ� ������� �� ,��Γ � 	� ��� ���� 	�

�� (x, P ) 	� ���
 �
�� (xs, Ps) ∈ 3�(Γs) ��� ��� s ∈ S,

�� ��� �
��� 	� �� ����	�	�� R ∈ N ����	�� ���� ����	�	�� P̃R ∈ P(R) ��� �������

(x̃R, P̃R) ���
 �
�� (x̃R
s , P̃

R
s ) ∈ 3�(ΓR

s ) ��� ��� s ∈ S� ��� ui(x̃i) > ui(xi) ��� ��� i ∈ R�

!� ����� �
�� ��� �� ������� �� ������ �� �
� ,����	����� ���� �� �
� 5A=&���� Γ,

�
� ������� �
���� ������ �� �
� 3�����	
� ���� �� �
� 5AA&���� Γs 	� �
��� ����� s ∈ S.

D����
��� �� ����	�	�� �����	�� ���� ����	�	�� �
���� �� ���� �� �	�" �� ������� �� �
�

3�����	
� ���� �� �
� ���� �����	���� �� R 	� �
��� ������ ��� 	� ��	�� �� 	����
� ��	�	��

	� �� �$ ���� ������ ,	��� �� ��'�	�� �
� ��
	��	�� ����	�	�� �� �	�" � 3�����	
� ����

�������� �� ����
�� �������&��
	��	�� ���� 	� ��� �� �$������ �� ��� ���&����	�	��( 	���

�
� ����"	�� �������	�� 	� 	����� ����&������	���

-���� �
�� 	� �
��� 	� �� �$������	��� �
� ���� ��	�� ���� �� � ������������ ��	�	�� ����

�	�
 �������	���� ��� �� �
� ��)�	�	�� �� �
� ,����	����� ���� �	�� ��	��	�� �	�
 �
�� ��

�
� 9��" ,�'����	�� ����� ,	�	������ 	� �
��� 	� �� �������	���� �
�� �� 
�
� � �	����

5AA&���� �	�
 �
� 3�����	
� ���� �� �
� �����	�� �� 	��

!� � 5A=&���� ��� ��� �	��	���	�
 �$ ���� ��� �$ ���� �E�	�����

��������� �	�	 #� ������� (x̄, P̄ ) 	� � ���� ���
��� 	� �
� ���� Γ 	�F

�	 
∑

i∈N x̄i ≤ w(N, P̄ ), ���

�		 �
��� ���� ��� �$	�� �� ������� (x, P ) �	�

∑

i∈N xi ≤ w(N,P ) ���
 �
�� ui(xi) >

ui(x̄i) ��� ��� i ∈ N �

��������� �	�	 #� ������� (x̄, P̄ ) 	� � ���� ���
��� 	� �
� ���� Γ 	�
∑

i∈N x̄i = w(N, P̄ ).

-���� �
�� �
� ������� �� �$ ���� �E�	���� ���� ���� �
�� �
� ����� ����	�	�	�� ����	&

�	��� 	� �=&������ �	��� 	� ��'�	���
∑

i∈N x̄i
s = ws(N, P̄ ). �� 
��� �� ��� ������ s ∈ S� ���

�������� �� �$ ���� �E�	���� 	� ���� ��� 	���� 5����� �E�	����� �	��� 	� ���� ��� ����	���

���������	�� ����	�	�	�	�� ������ �������

�
� ��$� �����
��	�� ������� ���� �
� 5����� �E�	���� �� �
� 3�����	
� �����

�



�������� �	�	 !	 (x̄, P̄ ) ∈ RC(Γ) ���� (x̄, P̄ ) 
� � ���� ���
����

-���� �� �
� ��
�� 
���� �
�� �������� ���� ��� �� �$ ���� �E�	���� ,	��� �	��	��

���������� ��� ��� ������� ��� 
���� �����	� ��	�	�� ��������� ������ ������ �	�
� ��� ��

����	����

� ����
	��
��� ���
�� ��
�
	�� �
�	�
���
� �� �
�
��!

���� 
� "�
 #�
	��
	�� ���
� "�����
��
�� $
����%

�
� �	�����	���	�� �� �
� ������	�	�� ���"���� ��� �
� ��	
��	���	�� ��� ����������	�� ��

����� ������� 	� �
� ���� ������� �������� 	� �� 	�������� �+��� �� ����� ������	�����
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���"� �
	�
 ��� �� ����	��� �� �
� �����	�� �� � ������ �� �	���� �'���	���� !� ���	�	��

�� 	�� ���	������ 
����� ���
 ���� 	� �
�������	��� �� � �������� �����	�� �q � �
	�
 ���&

�������� �� �
� ��$	��� ������ �� ������ �
	�
 ��� �� ����������� �� 	�� A���
�������

�� � ���� �	���� �������
 �� ������� ������	��	�� ������� A�� �
� ��"� �� �	���	�	�� ��

�	�� ������ �
�� �
��� ���� �� �
� ������ ������	��	�� ������" ����������� �� � �����	�

��������� �� ��������� A�� ����
�� 	�������	�� �� %� ���� C�� ������� ��� .���� ,�	�����

K���	��� ��� 9� ����� ��� ��������� ����/ �
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	�� ����	�	��� ��
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� ���� ���������� �� ������	�� ������ ��� �
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��	���� �� �� ���	�	���� ���� �	�� ��� ���� �� ������" C���� �
	�
 �$���� �
� ��$	���

�����	�� �� � �����	� �	��� �� �	��� � !� �
	� ���� �
� ���������� �� �
� ������ ���� �� ��

����
������ ��� �
� ����� ��� �����	��� �� ��	�� �
� ������ 	� � ���� ����� ���	�� �
	� ����

�� ���� 	� � ��� �
	�
 	���	�� �
� �	�	��� ����� �
���� 	� �������	�� ��� ��������	��


����� �4��������
 ��� 6�>��� ��/� � !� �
� ������	�� �� �	�� ����������� �
� 	���������

�� �
� ��	���� 	������ ������ ��	�	��� ����
����	�� �� � �	���� 2&���� ������"�

�������

:�� �� ����	��� �
� ������" ���	���� 	� A	���� ��

1

2

3

4

(10) (10)

(5) (5)

Y12=1
q12=5

Y13=1
q13=5

Y14=1
q14=5

Y23=0.7
q23=3.5

Y24=1
q24=5

Y12=0.8
q12=4

A	���� �F �
� ���	� ��������� ��� ���������� �� �
� 2&���� ������"� Yij �����������

�� �
� ���	������ 
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� �	�� ������� i ��� j� �
	�� qij ������� �
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���� �� �
�

��$	��� ����	��� ������ �������� �� �
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1

2

3

4

5.61 (10)  4.39 (10)

5 (5) 5 (5)

2.87 (5)

0.06 (5)

2.80 (5)

2.05 (3.5)

0.08 (5)

2.28 (4)

1

2

3

4

5.61 (10)  4.39 (10)

5 (5) 5 (5)

1.30 (5)

4.31 (5)

3.29 (3.5)

1.71 (5)

2.40 (4)

1

2

3

4

5.61 (10)  4.39 (10)

5 (5) 5 (5)

1.96 (5)

3.65 (5)
1.35 (4)

5 (3.5)

A	���� 7F 0��	� ����� ������	�� �� �
� 2 ���� ������" �	�
��� ��	������ C��� �	�
���

����
����	�� 	� �
� ���� �� �
� ��	���� �� �	�� �&7� ��� 	� �
� ���� �� �
� ��	���� �� �	��

�&7 ��� 7&2F �
� )��� ��	���� ���� ��� ���� �� �	�� �
������� ��� �	�
��� ����
����	�� �
�

������ ��	���� ������ �
� �
������ �� �	�� 7&<�

����
������� ��� ��� ����� ��� �� �����	��� & �� ������ �
	� 	� ��� �
� ���� 	� � ����	��	�

������	�� �
��� ���� ��������� ��� ������� �	�
 ��	��	�� 	� �������� !� �� ����
����� �
�

���������� ��� ����� ���� �����	����� ����� �
� )��� ��	���� �� �	�� �&7 	� ����� �� ��	��

�
� ������" 	� ���� ����� ���	� ��� �� �
	� ����� �
� �������	�� �� 	����	�� �	�	��� �����

�
���� 	� �������	�� 
����� ��� ����� � �
� ������ ��	���� �� �
� �	�� 7&2 �	�� ��� �����

�
������ �� ��� ��
�� �	��� �� ���	���� 	� A	���� <�

1

2

3

4

3.4 (10)  4.1 (10)

3.5 (5) 4 (5)

0.43 (5)

2.97 (5)

2.49 (3.5)

1.01 (5)

2.04 (4)

1

2

3

4

3.4 (10)  4.1 (10)

3.5 (5) 4 (5)

0.82 (5)

2.58 (5)

3.5 (3.5)

1.42 (4)

A	���� <F 3���
����	�� �� �
� ������" ����� �
� ��	���� �� �	�� �&7F �
� ������ ��	���� �� �	��

7&2 ���� ��� �
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� ����	�	�� �	���� :	�� 7&< ������	�� �� �
� ���� �� 
	� �����	��

�
���� �
�� �
� ����
����	�� �� ���������� ��� �
� �����	����� �� ����� ��� >���	)���
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�� ��)�� � ��������	
� ���� ��"	�� 	��� ������� �
� �������	��� ����������	�� �� �
�

����	��� ��	���� �� �	���� ��� �
� 	���	�� ����
����	�� �
	�
 	� ����	�� �
����� 	� �
�

�������� �� �����	� ����	�	���� �� ��� �
� ������	�� ��)��� 	� ,���	�� 7�

!� �
� ���� �� m �	���� ���
 �� �
	�
 ��� ��	�� �� 
�
� S = m + 1 ������ �� ������

�� ������ 	� ���	�� t = 1� �
� )��� ������ s1� ����������� �� �
� ������ ������&���� 

������	�� �� �
� ������"� ��� �
� ����	�	�� m ������ �����	�� �
� ����	��� ��	����� �� �
�

����������	�� m �	���� �
	� 	���	�� �
�� �� �	�� 
�
� m + 1 �����&��������� ����	�	��

�����	�� ���� ������

9� �	�� ����������� �
� ��������	�� �� �
� ,����	����� ���� 	� �
� ���� �� �
� ���&

���" ���	���� 	� A	���� �� �
� �����&��������� �	�	��� ���	� �����	�� ����������	�� ��

�
� ������ ������	�� ��� �� �
� ��	����� �� �����	� �	���� ��� �
� 	���	�� ������ ��	�	���

����
����	�� ��� �	���� 	� ����� �� s = 1 ����������� �� �
� �����&���� ������	�� �� �
�

������"� �
	�� s = 2 ����������� �� �
� ����� �� �
� �	�� �&7� s = 3 �� �
� ����� �� �
� �	��

�&<� s = 4 �� �
� ����� �� �
� �	�� �&2� s = 5 �� �
� ����� �� �
� �	�� 7&<� s = 6 �� �
� �����

�� �
� �	�� 7&2 ��� s = 7 �� �
� ����� �� �
� �	�� <&2�

����� 7F D	�	��� ���	� �����	��( vmc
s

��������� s	� s	
 s	� s	� s	
 s	� s	�

∅ � � � � � � �

��� � � � � � � �

�
� � � � � � � �

��� � � � � � � �

��� � � � � � � �

���
� �� � �� � �� � ��
�
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�
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�
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�
� ������	�� ��	�	�� �����	��(

ui(xi) = 0.88(1− e−0.001xi
1) +

s=7∑
s=2

0.02(1− e−0.001xi
s) ��� ��� i ∈ N.

.�� ��� 	�������� �
	� �$�����	�� �� � 
�� -������&D���������� ��	�	�� �����	��� �
���

�
� ������	�	�� �� �����&���� ������	�� 	� 11N� ��� �
� ������	�	�� �� ��� �	�� ��	�	�� 	� 7N�

-�� ����	��� �
� ������	�� �������	��F

x =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2.91226 7.08774 2.91226 7.08774

2 5 2 6

5.7565 4.2435 2.7565 4.2435

3 4 3 5

5.51228 4.48772 3.21021 4.78979

0 7 0 8

5.53279 4.36166 2.63834 4.46721

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

∈ RS×N .

!� 	� ���� �� �
�� �
�� �
	� �������	�� ������� �� �
� ,����	����� ���� �� �
� ���
�

��)��� ����� A	���� ��� ��� �
��" �
�� xs ∈ 3��Γs 
���� ��� ��� s ∈ S� �
�� �
���

	� �� ����"	�� ����	�	�	�� 	� �	�� ���	�� t = 1� -�� �� ���� ���� �� ��� 	� 5��� (b) ��

%�)�	�	�� <�7 
����� 9� �
�� ��$� �
�� x ��$	�	��� �
� ��� �� �
� �������M ��	�	�	�� �
��

�������	��� xC �	�
 xC
s ∈ 3�(ΓC

s ) ��� ��� s ∈ S�

����	��� �
� ������	�� �������	��� ��$	�	���	�� ��������

max
xC

∑
i∈C

ui(xi)

����
∑
i∈C

xi
s = vmc

s (C), s ∈ S, �� 

∑
i∈D

xi
s ≥ vmc

s (D), s ∈ S, ∅ 	= D � C, �7 

�
��� ����	�	�� �� 	� ��'�	��� ��� �$ ���� �E�	���� ��� 	��'���	�� �7 	� � ��&����"	��

����	�	��� # �����	�� �� �
� ��$	�	���	�� ������� ��$	�	��� �
� ��� �� �
� �������M

��	�	�	�� ����� �
��� �������	��� �
�� ������ �� 3�(ΓC
s ) ��� ��� s ∈ S. ,	��� �
� �	
��

�������	�� x 	� � �����	�� �� �
	� �������� 	� ������� �
�� �
��� 	� �� ����"	�� ����	��� 	�

���	�� t = 0 �	�
���

6����� x ∈ ,�(Γ)�

��



!� 	� ����
�
	�� �� ���� �
�� �
	� ������� 	� ��� ������ ����	�	
� �� �
� �$��� �
�	�� ��

�
� ��	�	�� �����	���( ���� �
� �	
�� x ����� ���� �� � �����	�� 	� �
� ��	�	�� �����	��� ����

ui(xi) = 0.4(1− e−0.01xi
1) +

s=7∑
s=2

0.1(1− e−0.01xi
s) ��� ��� i ∈ N.
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	� ���� ������$ ������

#� � ����	��� ����	���	�� �� �������� �
� ���� �� ��������� ��� ���������� �� � ��������

%� ���� C�� ����� �� �
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	�� �
� �����	���
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	� ������� �� ������� �
�� �
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���
 ������ �� �
� ����� # ����	�
�������� ����	��� ������ ������	� ����� �� �� �������
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�
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�	� �����

5������ �
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��� 	�������

�
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����

�
� �������� ��������" ��� ���
� �� � �����	�� ��� ���� �������� ���� ��
	���������

���������� �� �
� ������	�� �� ����	�� ����"� �� ������ ���� �������� �������	�� 	������
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